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Sz4z éve, 1918. november 6-an halt meg a kiemelked6 orosz matematikus, Alekszandr M. Lja-
punov. Emléke el6tt tisztelegve felidézziik életének fébb eseményeit gyermek- és didkkorabdl,
a szentpétervari évekbdl 1885-ig, harkovi éveibdl, majd masodik szentpétervari korszakabdl,
1902-t6l haldldig. Réviden szamba vesszilk munkdssaganak fébb terileteit (stabilitdselmélet,
potencidlelmélet, valdszinliség-szamitas, az égitestek alakja), legrészletesebben a stabilitasel-
méletet és a kdoszelméletet érintve.

ABSTRACT

One hundred years ago, on the 6" of November 1918 died the outstanding Russian mathemati-
cian Aleksandr M. Lyapunov. Bowing before his memory we recollect the main events of his life
as a student, then from the years spent in Saint Petersburg until 1885, from the Kharkov period,
and finally from his second period in Saint Petersburg from 1902. We recount main fields of his
scientific activity (stability theory, potential theory, probability theory, form of planets), con-
cerning stability theory and chaos theory in details.
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ELETE

Szaz éve, 1918. november 6-an halt meg az orosz matematikanak, sét nyugodtan
kijelenthetjiik, hogy az egész vilag matematikatorténetének kiemelkedd tudosa,
Alekszandr Mihajlovics Ljapunov.

1857. méjus 25-¢én sziiletett Jaroszlavlban. Apja korabban a kazanyi obszervato-
rium csillagasza volt, majd a jaroszlavli gimnazium igazgatdjaként dolgozott. Hat
testvére koziil négy gyerekkoraban meghalt, és vele egyiitt csak harom fiu élte
meg a felndttkort. Alekszandr volt a legiddsebb. Testvérei is tehetségesek voltak:
iddsebb fivére, Szergej hires zeneszerzo volt, a fiatalabb, Borisz a Szovjetunid
Tudomanyos Akadémidjanak rendes tagja lett, szlav nyelvészettel foglalkozott.
A kis Ljapunov els0 iskoldit otthon végezte apja, majd az 6 halala utan nagybaty-
ja iranyitasaval. 1870-ben a csalad Nyizsnyij-Novgorodba koltozott. Itt beirattak
a helyi gimnaziumba, ahol 1876-ban aranyéremmel végzett. Mivel otthon és a
legkdzelebbi rokonsagban folyamatosan alkotd szellemi légkdrben forgolodott,
ekkorra mar kialakult szenvedélyes érdeklédése a tudomanyok irant.

A gimndzium befejezésének évében beiratkozott a Szentpétervari Egyetem
matematika szakdra. Ez az idészak a pétervari matematikai iskola fénykora volt,
amit az iskola alapitjanak, Pafnutyij L. Csebisevnek, valamint kivalo tanitva-
nyainak, tobbek kozott Alekszandr N. Korkinnak és Jegor 1. Zolotarjovnak a
neve fémjelzett. Ljapunov a szokasosnal két évvel rovidebb 1d6 alatt kitlintetéssel
diplomazott, majd az egyetem Mechanikai Tanszékén dolgozott. Elsé pétervari
tartdzkodasa 1885-ig tartott — 1902-ben, miutan az Orosz Tudomanyos Akadémia
rendes tagjava valasztottak, visszatért ide.

Az 18761885 kozotti idoszak meghatarozo volt egész tudomanyos karrierje
szempontjabol, ami a pétervari iskola legendas inspirald atmoszférajanak, az itt
kutaté és oktatd tanaroknak, tudosoknak, valamint a megtermékenyitd, pezsgo
kozeget biztositdé didktarsaknak volt koszonhetd. A fiatal, szarnyait bontoga-
té Ljapunovra Csebisev volt igen nagy hatassal. Visszaemlékezéseibdl kidertiil,
hogy nagyon szerette az 6 eldadésait; ezek €s az egyéni tanacsok, vélemények,
¢és utmutatasok hataroztak meg késobbi tudomanyos tevékenységének karakterét.
Ahogyan a tobbi Csebisev-kovetdnek, neki is alapvetd felfogasava valt, hogy a
matematikai kutatasoknak is mindig a realitasok talajan kell maradniuk. Csak
azok a kutatasi témak értékesek, amelyek az alkalmazasokbol szarmaznak, ¢s
csak azok az elméletek igazan hasznosak, amelyek valdsagos specialis esetek
vizsgalata soran sziiletnek.

Az egyetem elvégzése utan, 1882-ben Ljapunov tobbszor felkereste Csebisevet,
kifejtette neki, hogy véleménye szerint nem érdemes konnyli matematikai kérdé-
sekkel foglalkozni, amelyek altalanosan ismert modszerekkel megoldhatok, még
akkor sem, ha a kérdések ¢és a rajuk adhat6 valaszok formalisan Gjak. Minden fi-
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atal matematikusnak, aki mar megszerezte az alapvetd jartassagot a tudomanyos
kutatasban, valamilyen komoly, ismert nehézségli matematikai probléma megol-
dasaval kell probalkoznia.

Ebben a mindségben a Mechanikai Tanszéken dolgoz6 fiatal Ljapunovnak a
kovetkezd problémat ajanlotta. Ismeretes, hogy a kis sebességgel forgd mozgést
veégz0 folyadékok egyensulyi formai ellipszoidok, de bizonyos kritikus sebessé-
geknél ezek az ellipszoid egyensulyi formak megsziinnek. Igaz-e az, hogy az el-
lipszoid a kritikus sebességnél olyan 1j egyenstlyi formakba megy at, amelyek
a kritikus sebességhez kozeli sebességeknél az ellipszoidtol kicsit kiilonbdznek?
A mai nyelvezettel élve ez egy bifurkacids probléma, ami alapvetd a bolygok for-
majanak kialakuldsa szempontjabdl. Csebisev azt mondta: ,,Ha 6n megoldja ezt
a problémat, egybdl ismert matematikus lesz.” Arra vonatkozoan, hogyan fog-
jon neki a kérdés tanulméanyozasanak, Ljapunov nem kapott Csebisevtdl utmuta-
tast. Ennek ellenére nagy lelkesedéssel kezdte a munkat. Késobb megtudta, hogy
ugyanezt a problémat Csebisev Zolotarjovnak és Szofja V. Kovalevszkajanak is
kitlizte. Nem ismeretes, hogy 0k foglalkoztak-e a kérdéssel. Ljapunov néhany
sikertelen probalkozas utan félretette a problémat (de csak egy idére; késobb na-
gyon fontos eredményeket kozolt a témakorben egészen élete végéig), és elkezdett
egy olyan témaval foglalkozni, amelyik a sikertelen probalkozas kézben fogalma-
z6dott meg benne: stabilisak-e a kis sebességeknél meglévé egyensulyi ellipszoi-
dok? Lehetséges, hogy ennek a kitérének kdszonheti az utdkor a modern stabili-
taselmélet megsziiletését! Ebbol a problémabol készitette el 1884-ben magiszteri
értekezését, amelyet 1885-ben védett meg a Szentpétervari Egyetemen. Az egyik
opponense Dimitrij K. Bobilev volt, aki biztatta, hogy publikélja az eredménye-
hetéen a 27 éves Ljapunov neve ismertté valt Europaban. Megjelenése utan koz-
vetleniil rovid tartalmi ismertetés jelent meg rola a Bulletin Astronomique-ban,
majd 1904-ben az Annales de ['Université de Toulouse a mi teljes francia fordita-
sat is kozolte. Ljapunov 1885-ben magantanari docensi (Privatdozent) kinevezést
kapott, és meghivtak a Harkovi Egyetem Mechanikai Tanszékének vezetésére.

Mielé6tt életének eredményekben ugyancsak rendkiviil gazdag harkovi sza-
kaszara tériink, meg kell emlékezniink Ljapunov két nagyon fontos pétervari
kapcsolatarol. Az egyik a mar emlitett Bobilev, aki tandra és egyetemi éveinek
kezdete 6ta mentora volt, és akivel egészen halalaig szoros kapcsolatban maradt.
Bobilev az els6 pillanatban felismerte Ljapunov kiemelkedd tehetségét, és folya-
matosan tdmogatta karrierje épitésében. 1880-ban az ¢ vezetésével készitett pa-
lyamiivel Ljapunov aranyérmet nyert; a palyamii anyagabol két tudomanyos dol-
gozata jelent meg. Visszaemlékezéseiben meghatottan mond koszonetet egykori
tanaranak a kdzel negyvenéves tamogatasért, kiilon kitérve arra, milyen fontos
volt szamara, hogy nagyon elfoglalt mestere ra mindig szakitott id6t, segitette
az els6 1épések megtételében, eligazitotta a szakirodalom utvesztdiben, kigyom-
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lalta elso ifjukori, sokszor naiv fogalmazvanyait. Ebbdl is latszik, hogy még a
legnagyobb tehetségek kibontakozasaban is mekkora a jelentdsége a jo tanarnak,
a mentornak. A masik, ugyancsak egész életre sz6l6 kapcsolata Szentpéterva-
rott Andrej A. Markovval alakult ki, aki csak egy évvel volt id6sebb nala, még-
is meghatarozé volt tudomanyos fejlédése szempontjabol. Valdsziniileg ennek a
kapcsolatnak is koszonhetd, hogy Ljapunov nagyon fontos eredményeket ért el a
valdszinliség-elméletben is.

Harkovban oriasi lendiilettel vetette magat a munkaba. Azonnal atvette és
megujitotta a mechanikai kurzusokat mind a Harkovi Egyetemen, mind a Mi-
is meggy6zddhetiink, mert 1982-ben az Ukran Tudomanyos Akadémia megje-
lentette azokat. Oktatomunkéja mellett probalt idét szakitani a kutatasra is, de
ez joval nehezebb volt, mint korabban Pétervérott. Oriasi munkabiras jellemezte.
Ejszaka is dolgozott altaldban hajnali 4-ig, 5-ig, de az is tobbszér eléfordult, hogy
alvas nélkiil ment az egyetemre eldadast tartani. Talan ennek kdszonhetd, hogy
tudomanyos palyaja is egyre meredekebben ivelt felfelé. Két alapvetd dolgozatot
kozolt potencidlelméletbdl, amellyel még Pétervarott kezdett foglalkozni. Sikertilt
alapvetd eredményeket elérnie a valosziniiség-elméletben, a centralis hatarelosz-
lasok témajaban, amely még ugyancsak Pétervarott, Csebisev eldadasain keltette
fel a figyelmét. Ezeket a tételeket Markov mutatta be az Orosz Tudomanyos Aka-
démian. Es ami szdmunkra, dinamikaval foglalkozo matematikusok szamara a
legfontosabb: 1888-tdl kezdte publikalni véges szabadsagi foki mechanikai rend-
szerek mozgésainak stabilitdsara nyert altaldnos eredményeit. 1892-ben kozolte
a Mozgasok stabilitasanak altalanos problémaja cimli munkajat, amelyben meg-
teremtette a modern stabilitaselméletet; erre a késobbiekben még visszatériink.
Ezt a mtvét nyUjtotta be doktori disszertacionak, amit 1892 szeptemberében a
Moszkvai Egyetemen védett meg. Egyik opponense Nyikolaj E. Zsukovszkij,
is teljes terjedelemben kozolték francia nyelven az Annales de I'Université de
Toulouse-ban. 1893-ban a Harkovi Egyetemen egyetemi tanarra nevezték ki.

Ljapunov mindkét pétervari korszaka idején rendkiviil visszahuzodo életet élt.
Csak legszlikebb rokonsagaval érintkezett, tudos kollégai kozil is csak kevés-
sel tartott kapcsolatot. Ez Harkovban egészen masként alakult. Nappal altalaban
egyetemi dolgozdszobajaban tartdozkodott, ajtaja mindig nyitva allt kollégai és
tanitvanyai el6tt, akikkel termékeny beszélgetéseket folytatott, persze tobbnyire
matematikarol. Legjobb tanitvanya Vlagyimir A. Sztyeklov, a késébbi akadémi-
kus volt. O leirta elsé talalkozasat Ljapunovval 1885-ben. A torténet megértésé-
hez tudni kell, hogy milyen politikai légkor uralkodott ezekben az években az
egyetemeken Oroszorszagban. 1863-ban bevezettek az oktatasban egy 0j miiko-
dési szabalyzatot, amely a korabbinal Iényegesen tobb jogot biztositott a hallgato-
sagnak, és megsziintetett tobb konzervativ nemesi eldjogot. 1884-ben 1j oktatasi
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minisztert neveztek ki Ivan Gyeljanov személyében, aki elkezdte felszamolni az
1863-as vivmanyokat, példaul ki akarta tiltani a ndket az egyetemekrdl. A di-
aksag dontd tobbsége ellenezte ezeket a reakcids intézkedéseket, és tiintetésbe
kezdett. Amikor Harkovban megtudtak, hogy Pétervarrdl egy 1j professzort ne-
veztek ki a mechanika oktatasara, az a hiedelem terjedt el kozottiik, hogy az uj
professzor is egy, a reakciot erdsitd ,,gyeljanovi kreacio”, és elhataroztak, hogy
ellehetetlenitik a miikodését. A zsufolasig telt auditériumba a dékan kisérte be
az 0j eldadot az elsé eldadasra, és bemutatta a hallgatosagnak. Mar az megle-
petést keltett, hogy az ,,6reg konzervativ kreacio” helyett a dékan tarsasagaban
egy naluk alig idésebb, 28 éves, hatarozottan joképi fiatalember 1épett a terembe
(Sztyeklov ,,kraszovec”-et ir, ami magyarul férfiszépséget jelent, de ennek a ma-
gyarban van valami ide nem ill6 pejorativ felhangja). Amikor a dékéan elhagyta a
termet, az 0j eléado az izgalomtdl kissé remegd hangon rogton elkezdett mecha-
nikarél beszélni. Es ekkor jott az igazi meglepetés. A mechanika nem tartozott a
hallgatosag kedvenc targyai k6zé. Az uj eléado olyan lelkesen, magaval ragaddan
és érthetden beszélt az addig szaraznak és titokzatosnak ting fogalmakrol, hogy
a korabbi el6itélet teljesen eloszlott, és ettdl a naptol kezdve a didkok szemében
Ljapunov kiilonos poziciot foglalt el. Nagy tiszteletet vivott ki lelkesedésével, ala-
possagaval, sugarzo tudasaval és avval a szandékaval, hogy a hallgatosagot az
ismeretek egy nagyon magas szintjére emelje. Eréfeszitéseinek hala, még azok is
megkozelitették ezeket a magassagokat, akikben egyébként nem munkalt kiilono-
sebb érdeklddés a mechanika irant.

Ljapunov aktivan részt vett az egyetemi kozéletben. Egyik professzortarsa igy
jellemezte: ,,A. M. Ljapunov azok kozé a professzorok kozé tartozott, akik az
egyetem igazi lelkét alkottak, akik altal az egyetem ¢lt és viragzott, akik meg-
testesitették a tanar és a tudos idealjat. Minden rossz szandék é€s intrika tavol allt
tole, 6 allanddan a tudomany tiszta légkdrében ¢€lt.” Jelentds volt a Harkovi Ma-
tematikai Tarsulatban végzett tevékenysége is. 1899-t61 1902-ig elndke volt a tar-
sulatnak, ¢és szerkesztdje a tarsulat kdzleményeinek. Minden harkovi eredményét
eldadta a tarsulat tudomanyos iilésein, ahol tanitvanyai, Sztyeklov és Nyikolaj
N. Szaltikov is gyakran felléptek el6adasaikkal.

1900-ban Ljapunovot az Orosz Tudomanyos Akadémia levelezd, majd 1901-
ben rendes tagjava valasztottak, és kinevezték a pétervari Alkalmazott Matema-
tika Tanszék élére, mely allas 1894-t6l, Csebisev halalatol iiresen allt. 1902-ben
visszakoltozott Szentpétervarra, és ezzel életének harkovi szakasza lezarult. Lja-
punov mindig nagy szeretettel emlékezett vissza ezekre az évekre, és Sztyeklov
elmondasa szerint élete legboldogabb szakaszanak nevezte.

1902-t61 Iényegében ¢élete végéig Pétervarott ¢lt. Itt mar nem tanitott, minden
idejét a tudomanyos kutatasnak szentelte. Visszatért ahhoz a kérdéshez, amit még
Csebisev tlizott ki szamara 1882 koriil a forgd mozgast végzd nehéz folyadék
egyensulyi form4janak alakuldsardl, valtozd forgasi sebesség esetén. Végiil si-
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kertilt a kérdést teljes egészében megvalaszolnia. Ezt a kitartast, eltokéltséget és
tudomanyos eréfeszitést méltan nevezte Sztyeklov igazi hdstettnek. Ljapunov na-
gyon zarkézott életet €lt. Nem vett részt tarsadalmi €s kulturalis eseményeken,
kivéve dccse koncertjeit, kerlilte a tarsasagot. Az egyediili pihenést az jelentette
szamara, hogy idénként alkalmat talalt a természet csodalatara. Nagyon szeretett
kerti és szobandvényeket, fakat iiltetni és gondozni, lakésat fikuszok és palmak
diszitették.

Aktiv szakmai levelezésben allt szamos kiilféldi matematikussal, koztiik Hen-
ri Poincaréval és Emile Picard-ral. 1908-ban meghivtak a Negyedik Nemzetkozi
Matematikai Kongresszusra Romaba, ahol a levelezotarsak koziil sokkal talalko-
zott. Sajnos Poincaréval, akihez a legszorosabb kutatasi szalak fiizték, sohasem
sikertilt személyesen megismerkednie.

1909-t6l részt vett a Tudomanyos Akadémia nagy vallalkozasaban, Leonhard
Euler 6sszes miiveinek dsszegytijtésében és kiadasaban. Szerkesztdje volt a mate-
matikai miiveket kdzreado 18. és 19. kotetnek.

Tudomanyos és pedagogiai szolgalataiért szamos elismerést kapott. Tisztelet-
beli doktora volt a Pétervari, a Harkovi ¢és a Kazanyi Egyetemnek, kiils6 tagja a
romai Accademia dei Linceinek, levelez6 tagja a Parizsi Akadémianak, tiszteleti
tagja a Harkovi Matematikai Tarsulatnak €s tagja mas tudomanyos tarsasagoknak.

1917 juniusaban feleségével egylitt Odesszaba koltozott, ahol fiatalabb fivére
élt. Ljapunov harkovi tartéozkodasanak masodik évében kotott hazassagot ma-
sod-unokatestvérével, akivel magantanuloként valamikor egyiitt kezdték iskolai
tanulmanyaikat apjanal. Az 1900-as évek elején felesége tiid6tuberkulozist kapott,
¢s allapota egyre rosszabbra fordult. Az orvosok levegdvaltozast javasoltak, ezért
utaztak Odesszaba. Ljapunov az 1918/19-es tanévre specialkollégiumot hirdetett
¢s inditott el az Odesszai Egyetemen Az égitestek alakjarol cimmel. Felesége saj-
nos 1918. oktober 31-én meghalt, s ugyanezen a napon Ljapunov fobe 16tte magat.
Azt kérte, hogy feleségével egy sirba temessék. 1918. november 3-an hunyt el.

MUNKASSAGA

Ljapunov féleg a matematika-mechanika négy teriiletén végzett kutatasai soran
ért el korszakalkotd eredményeket: 1. stabilitaselmélet, 2. potencialelmélet, 3. va-
l6szinliség-szamitas, 4. az égitestek alakja.

A stabilitaselméletet két karakterisztikusan kiilonbozo6 korszakra lehet osztani,
a Ljapunov el6tti és az 6 munkassagaval induld korszakra. A mérfoldké a mar
emlitett 1892-es doktori disszertacio. Ljapunov eldtt a stabilitaselméletet a me-
chanika részeként kiilonb6z6 specialis mechanikai rendszerekre vonatkozo stabi-
litasvizsgalatok Osszessége jelentette anélkiil, hogy maganak a stabilitasnak lett
volna egzakt definicidja, vagyis igazi elmélet nem is létezett. A legéltalanosabb
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és legismertebb eredmény Joseph Louis Lagrange tétele volt, amely szerint egy
konzervativ mechanikai rendszer egyensulyi helyzete stabilis, ha az egyensulyi
helyzetben a potencialis energianak szigort minimuma van. Ezt a tételt Lagrange
csak egy specialis esetben bizonyitotta, az altalanos esetre Peter Gustav Lejeune
Dirichlet adott egy gyonyorii és egyszerii geometriai bizonyitast, amely a teljes
mechanikai energia megmaradasanak tényén alapult. Ljapunov azt vette észre,
hogy ez a bizonyitds nemcsak mechanikai rendszerekre, de altalaban differen-
cialegyenletek altal leirt tetszéleges rendszerekre (ma ugy mondjuk, dinamikus
rendszerekre) is mikodik, feltéve, ha talalunk a rendszerhez ,.energiaszertien”
viselkedd segédfiiggvényt. Eloszor is definialta egy tetszdleges differenciale-
gyenlet-rendszer konstans megoldasanak (egyensulyi helyzetének) stabilitasat,
mondvan, hogy a megoldas stabilis, ha ennek a pontnak elég kis kornyezetébol
inditva tetsz6leges megoldast, ez a masik megoldas a ponthoz tetszdlegesen kozel
marad az id6 akarmilyen nagy értékeire. Mas szavakkal, ha egy megoldas kezdeti
értékeit elegendden kis mértékben perturbaljuk, akkor az innen indulo, un. per-
turbalt megoldas az eredetihez tetszélegesen kozel marad. A stabilitasi problémak
megoldasa tobbek kozott azért nehéz, mert megoldasokat kell 6sszehasonlitani
végtelen hosszu iddintervallumon, tehat a differencidlegyenletekre ismeretes ko-
zelitd numerikus modszerek nem alkalmazhatoak.

Ljapunov két modszert dolgozott ki a stabilitasvizsgalatra. Ezeket ma is Lja-
punov elsé modszereként, illetve Ljapunov masodik vagy direkt modszereként
emlegetjik. Az elsé modszer igazodik az addigi stabilitasvizsgalati gyakorlat-
hoz, de azt teljesen 1) alapokra helyezi. Mar Ljapunov el6tt is ismeretesek vol-
tak, a konstans egyiitthatds linedris differencidlegyenlet-rendszerek stabilitdsi
viszonyai. Egy ilyennek az altalanos megoldasa véges sok exponencialis fiigg-
vény Osszege, igy minden stabilitasi kérdést az dont el, mik a fliggvények kitevai.
Nemlinearis rendszerek stabilitasvizsgalatanal tigy jartak el, hogy vették a jobb
oldal Taylor-soraban a linearis tagot, a tobbi tagot eldobtak, mondvan, hogy azok
kicsik a linearis taghoz képest. Az eredeti rendszer konstans megoldasat stabi-
lisnak mondtak, ha az mint a lineéris rendszer megoldasa stabilis volt, kiilonben
pedig instabilisnak. Ljapunov az értekezésében megmutatta, hogy ez a modszer
hamis eredményekhez vezet bizonyos kritikus esetekben. Az exponencialis fiigg-
vények szerepét 6 is megtartotta, sot a karakterisztikus szam fogalmanak beveze-
tésével kiterjesztette valtozd egyiitthatos linearis differencialegyenletekre is. A #
valos szam egy megoldas karakterisztikus szdma, ha az e fliggvények koziil e #
van ,,legk6zelebb” a megoldashoz. Bebizonyitotta, hogy egy valtozo egyiitthatos
linearis differencidlegyenlet-rendszer megoldasainak csak véges sok kiilonb6z6
karakterisztikus szama lehet, tovabba bizonyos szabalyos esetekben az eredeti
nemlinearis rendszer azonosan nulla megoldasa stabilis, ha a karakterisztikus
szamok mind pozitivok, illetve instabilis, ha 1étezik negativ karakterisztikus
szam is. Megmutatta azt is, hogy ha a nulla is karakterisztikus szam, akkor meg
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lehet valasztani a nemlinearis tagokat tigy, hogy a teljes rendszer nulla-megoldasa
stabilis legyen, de gy is, hogy instabilis legyen.

A Ljapunov-féle karakterisztikus szamok ellentettjeit Ljapunov-kitevéknek
nevezziik. Ezek a mennyiségek fOszerepet jatszanak a matematikai kdoszelmé-
letben, amelyet Edward N. Lorenz alapozott meg 1963-ban. Ez az elmélet olyan
dinamikus rendszerekrdl szol, amelyek viselkedése megjosolhatatlan, ameny-
nyiben teljesen véletlennek tiind mozgasokat produkal, annak ellenére, hogy a
rendszer minden torvényszeriiségét teljes pontossaggal ismerjiik. A rendszer-
nek létezik egzakt matematikai modellje, amelyben semmilyen véletlen tényezd
nincs, és minden mozgas akarhanyszor valtozatlan lefolyassal megismételhe-
t6, ha pontosan ugyanabbdl a kezdeti allapotbdl inditjuk a rendszert, viszont a
mozgasok lefolyasa rendkiviil érzékeny a kezdeti értékekben torténd kis valto-
zasokra is. Ezt Lorenz pillang6-effektusnak nevezte, azzal a hasonlattal élve,
hogy ha valahol Azsidban egy pillangé varatlanul 6sszeiiti a szarnyait, az Flo-
ridaban szokdarat eredményezhet, kiilonben viszont nem tértént volna semmi.
Ezen jelenség fennallasat valoszinisiti bizonyos Ljapunov-kitevé. Legyen u =
@D(t; &) egy autondm differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasa, amely-
re teljesiil a @(0; &) = & kezdeti feltétel a ¢ kezdeti vektorral. Ha a rendszert a
¢ + AE kezdeti vektorbol inditjuk, és a két megoldas kiillonbségét Taylor-sor-
ba fejtjiik, akkor a &(f; & + AS) — D(t; &) = D.D(t; $)AL kozelitést kapjuk a
két megoldas kiilonbségére. Ez a kiilonbség kis A¢ esetén akkor lehet nagy,
ha a D.®(t; ) derivalt-matrix normdja nagy. Az viszont ismeretes, hogy ez a
derivalt-matrix eleget tesz az uigynevezett variacios egyenletrendszernek, ami
egy valtozo6 egyiitthatos linedris differencialegyenlet-rendszer. Ha ennek van
pozitiv Ljapunov-kitevoje a fenti értelemben, akkor a derivalt-matrix normaja
idében exponencidlisan nd, tehat a két megoldas eltérése bizonyos A¢ esetén
exponencialisan nd. Ha az allapottér korlatos, akkor ebbdl kovetkezik, hogy
a megoldasnak nincs megjosolhatd jovdje, hiszen a megoldas fazispontja nem
konvergalhat egyenstlyi helyzethez vagy periodikus palyahoz, hanem ezek ko-
z0tt bolyong az id6k végezetéig. Ez a kdosz.

A masodik vagy direkt mddszer valojaban Peter Dirichlet zsenialis bizonyita-
sanak kiterjesztése tetszbleges differencialegyenlet-rendszerekre. Ezt azért ne-
vezték el ,,direkt” modszernek, mert alkalmazasahoz nem sziikséges a rendszer
megoldasainak ismerete, ahogyan a Lagrange—Dirichlet-tétel alkalmazasahoz
sem kell ismerni magukat a mozgésokat, csak a teljes mechanikai energiat, ami
a keziinkben van. Ez azért 6ridsi jelentoségli, mert magukat a megoldasokat al-
talaban nem ismerjiik, s6t kivételes esetektol eltekintve tudjuk, hogy a megolda-
sok nem is hatdrozhatok meg, mert a rendszerek nem integralhatok. (Példaul a
haromtest-problémardl ez be van bizonyitva.) Ljapunov tételeiben a megoldasok
ismerete helyett az allapothatarozok olyan V skalarértéki fiiggvényének (mai el-
nevezéssel Ljapunov-fliggvény) l1étezése van megkovetelve, amely a megoldasok
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mentén vagy allando, vagy csokken. Ez a magyardzata, hogy a Ljapunov-fiigg-
veényt korabban ,.energiaszeri” segédfiiggvénynek neveztiik, hiszen az energia
konzervativ esetben az energiamegmaradas tétele szerint alland6, nem konzer-
vativ esetben, példaul surlodas hatasara pedig disszipalodik, vagyis a mozgasok
soran csokken. A direkt modszer elso tétele szerint, ha egy rendszerhez sikeriil
Ljapunov-fliggvényt talalni, akkor a nulla-megoldas stabilis.

Ljapunov bevezette a stabilitasnak egy, a gyakorlatban nagyon fontos erésebb
valtozatat is. Ha egy mechanikai rendszerben strlédas is hat, akkor a tapasztalat
szerint az egyensulyi helyzethez elég kozelrdl megfelelden kis kezddsebességgel
inditott mozgasa soran a rendszer ,,aszimptotikusan megall”, vagyis az allapotha-
tarozok (a nulla egyensulyi helyzettdl valo eltérés és a sebesség) nulldhoz tartanak,
ha az id6 végtelenbe tart. Ezt a tulajdonsagot aszimptotikus stabilitdsnak nevezte
el. Visszagondolva a stabilitas Ljapunov altal bevezetett fogalmara, tigy is mond-
hatjuk, hogy a kezdeti értékekben bekovetkezett perturbacié hatdsa az idok soran
elhal. igy viselkedik példaul az inga, ha hosszu ideig figyeljiik, és a sarlodast nem
kiiszoboljiik ki. A V az energiahoz hasonldan pozitiv definit, igy az allapothata-
rozok nullahoz tartdsa helyett elegendd belatni, hogy V' a megoldasok mentén nul-
lahoz tart, vagyis az az Osszetett fliggvény, amelynek V a kiilso fiiggvénye és egy
megoldas a belso fiiggvénye, nullahoz tart. A modszer zsenialitasa abban rejlik,
hogy az Osszetett fiiggvény derivaltjat még akkor is ki tudjuk szamolni, és igy a
csokkenést, sot még annak mértékét is ellendrizni tudjuk, ha magat a megoldast
nem ismerjiik, mert a bels6 fliggvény derivaltja helyére az egyenlet jobb oldalat
irhatjuk, amit mindig ismeriink. A direkt modszer masodik alaptétele szerint, ha
ez a derivalt negativ definit, akkor a nulla-megoldas aszimptotikusan stabilis.

Azt mar Ljapunov eldtt hosszt idével is sejtették, hogy a Lagrange—Dirich-
let-tétel megfordithato, vagyis ha konzervativ mechanikai rendszerben a helyzeti
energianak az egyensulyi helyzetben nincs szigort minimuma, akkor az egyen-
sulyi helyzet instabilis. Tobbek kozott ennek a problémanak a tanulmanyozasara
Ljapunov megadott egy instabilitast biztositd feltételrendszert is (a direkt mod-
szer harmadik alaptétele). Ennek felhasznéldsaval bebizonyitotta a megforditha-
tosagot analitikus helyzeti energiara, feltéve, hogy a szigort minimum hianya a
helyzeti energia sorfejtésének legalacsonyabb fokszamu tagjabol kiolvashato.

Természetesen azt mindenki latja, hogy a direkt modszer ,,csak” egy prog-
ramot ad arra, hogyan kell stabilitasvizsgalatot végezni. A program elsé 1épé-
se: keressiink Ljapunov-fiiggvényt a rendszerhez. A program arra vonatkozoan
nem mond, nem is mondhat semmit, hogyan kell ilyen fliggvényt talalni. A me-
chanikai rendszerek esetén Isaac Newton megtalalta ezt a fiiggvényt, ugy hiv-
jak, mechanikai energia. (Pontosabban szolva, talalt egy ilyen fliggvényt, mert
azota bebizonyosodott, hogy a mechanikai rendszerek stabilitasvizsgalataban is
kiilonb6z6 problémak tanulmanyozasara mas, az energiatol kiilonbozé Ljapu-
nov-fliggvények lehetnek célravezetdek, még olyanok is, amelyeknek semmilyen
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mechanikai jelentést nem tudunk tulajdonitani!) Az kétségtelen, hogy a modszer
legnehezebb 1épése: megtalalni a Ljapunov-fiiggvényt. Erre nincs algoritmus.
Jevgenyij A. Barbasin szerint ez a legtobb esetben szerencse és miivészet dolga.
O azért irt arrol egy monografiat, hogy ezt a miivészetet bizonyos tipikus esetek-
ben hogyan kell miivelni...

A direkt modszer felfedezése Ota eltelt tobb mint szaz év. Ennek az iddszaknak
az eredményei alapjan nyugodtan kijelenthetjiik, hogy a stabilitasvizsgalatokban
ma is ez a modszer a legaltalanosabb és leghatékonyabb a legkiilonbozébb alkal-
mazasokban, tobbek kozott a miiszaki tudomanyokban, a természettudomanyok-
ban, kiilondsen a bioldgiaban, de a kézgazdasagtanban is.

Végezetiil roviden megemlitjiik Ljapunovnak a masik harom kutatasi témaban
elért eredményeit is.

Potencialelméleti vizsgalatainak eredményeit Ljapunov 1898-ban a Journal
de Mathematiques-ban kozolte. Ezek az eredmények az egyszerii és a kettdsre-
teg-potencialjanak a tulajdonsagaira vonatkoznak, tovabba a Dirichlet-probléma-
val és a harmonikus fliggvények elméletének néhany alapvetd formulajaval fog-
lalkoznak. Mint ismeretes, Carl Gottfried Neumann ajanlott egy modszert, amely
nemcsak a Dirichlet-probléma megolddsanak létezését bizonyitotta, de alkalmas
volt a Laplace-egyenletre vonatkozd peremérték-problémak megoldasara is, de a
modszerben szereplé végtelen sorok konvergenciajat csak konvex feliiletek ese-
tében tudtak bizonyitani. Ljapunov feltételezte, hogy a Neumann-modszer alkal-
mazhat6 az adott feliiletre, és levezette a harmonikus fiiggvények alapformulait
¢és egész elméletét fiiggetlentil attdl, hogy a feliilet konvex-e, vagy sem.

A valdszinliség-szamitasban nagyon fontosak a fliggetlen valoszintiségi val-
tozok Osszegeinek eloszlasarol szolo centralis hatareloszlas-tételek. Csebisev be-
bizonyitott egy ilyen tételt annak feltételezésével, hogy a valdsziniiségi valtozok
nagyon kis valoszinliséggel vesznek fel végtelenbe novekvo értékeket, vagyis a
valtozok minden momentuma véges. Ljapunovnak sikeriilt ettdl a sulyos feltétel-
tél megszabaditani a tételt. Bebizonyitotta, hogy akkor is igaz, ha a valtozoknak
csak egy momentuma véges. Nagy ujdonsag volt az is, hogy Ljapunov a karakte-
risztikus fiiggvényeket hasznalta a bizonyitashoz, és ezzel egy nagyon eredmé-
nyes ¢€s sok teriileten alkalmazhaté modszert alapozott meg.

Az égitestek formainak kialakulasara vonatkozé kutatasok Newtontol erednek.
O a Principidban megmutatta, hogy kis sebességgel forgd mozgast végzd ho-
mogen, cseppfolyds halmazallapotu test ,,0sszenyomott™ forgasi ellipszoid alak-
jat veszi fel a részecskékre hatd kolcsonds tomegvonzasi erdk és a centrifugalis
er6k hatasara. Ezt az elméletet tovabbfejlesztve Alexis Claude Clairaut 1743-as
monografigjaban tanulmanyozta az ugyancsak kis sebességgel forg6, nem dallan-
do surisegii folyadék egyensulyi formait. Abbol az alapvetd feltevésbol indult
ki, hogy az ugyanolyan striiségii folyadékrészek forgasi ellipszoidot alkotnak.
Pierre Simon de Laplace tovabbfejlesztette Clairaut vizsgalatait. Nem tételezte
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fel eleve, hogy a szintfeliiletek forgasi ellipszoidok. Az inhomogén folyadékot
homogén rétegekre bontotta, ¢s megmutatta, hogy ezek a rétegek elsd kozelités-
ben tényleg forgasi ellipszoidokat alkotnak. Laplace vizsgalatai nem voltak ma-
tematikailag szigortian megalapozva. Ljapunov elvégezte a szigori matematikai
megalapozast. Feltételeket adott a folyadék siirtiségére, amelyek mellett bizo-
nyitani tudta az egyensulyi formak létezését. A munka els6 felében, fiiggetlentil
Laplace vitathatd megkozelitésétdl, egzakt modon levezette a feladatot modellez6
nemlinedris integralegyenleteket, és kidolgozott egy modszert ezek megoldasara,
majd az eredményeket Osszevetette Clairaut elméletével. A masodik, oriasi fe-
gyelmezettséget és kitartast megkdveteld technikai jellegli részben ellendrizte a
modszer alapjaul szolgald végtelen sorok konvergenciajat. Fontos hangsulyozni,
hogy — szakitva a korabbi szerzok szokéasaval — nem tételezte fel a folyadék stirti-
ségét leird fiiggvény analitikus voltat, csupan annyit, hogy a hatarol6 feliilet felé
haladva ez a fliggvény csokken, és megengedte, hogy a fiiggvénynek akar meg-
szamlalhato sok szakadasa is legyen. A Clairaut-egyenlet tanulmanyozasa ilyen
feltételek mellett a Stieltjes-féle integralelmélet felhasznalasaval sikeriilt neki. Ez
a munka sajat bevallasa szerint tizendt évi tevékenységét tette ki masodik péter-
vari tartdzkodasa idején.

1917-ben, amikor Odesszaba koltoztek feleségével, az Odesszai Egyetem fel-
kérte egy kurzus megtartasara egy altala valasztott t¢émabol. Ljapunov Az égites-
tek alakja cimmel hirdette meg a kurzust, amelyben a tizendt év eredményeir6l
szandékozott beszamolni. Emberi tartasarol, tudosi és tanari elhivatottsagarol ta-
nuskodik, hogy a zavaros politikai helyzet, latasdnak egyre gyorsabb romlasa és
felesége betegségének sulyosbodasa ellenére hét kétoras eldadast meg is tartott a
kurzusbol, és csak a halalahoz vezeto tragikus események tudtak megakadalyoz-
ni vallalasanak teljesitésében.

Alekszandr Mihajlovics Ljapunov, az égitestek tudosa az orosz matematika
nagy ivi palyat leir6 csillaga volt. Eredményeinek hatasa mind az elméleti, mind
az alkalmazott matematikaban és a mechanikaban felbecsiilhetetlen. Munkdassa-
ga, példamutatd tudosi, tanari életmiive nem halvanyuld tiszteletet és elismerést
valt ki a mai napig a vilag matematikusaibol.
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